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RESUME Cet article discute des possibilités de mesurer la qualité de I'ajustement d’arbres d'in-
duction aux données comme cela se fait classiquement pour les modeéles statistiques. On montre
comment adapter aux arbres d'induction les statistiques du khi-2, notamment celle du rapport
de vraisemblance utilisée dans le cadre de la modélisation de tables de contingence. Cette
statistique permet de tester I'ajustement du modele, mais aussi I'amélioration de 'ajustement
gu'apporte la complexification de I'arbre. On en déduit également des formes adaptées des cri-
teres d'information AIC et BIC qui permettent de sélectionner le meilleur arbre en terme de
compromis entre ajustement et complexité.

ABSTRACTThis paper is concerned with the fit of induction trees. Namely, we explore the pos-
sibility to measure the goodness-of-fit as it is classically done in statistical modeling. We show
how Chi-square statistics and especially the Log-likelihood Ratio statistic that is abundantly
used in the modeling of cross tables, can be adapted for induction trees. Not only is the Log-
likelihood Ratio statistic suited for testing the fit. It allows also to test the significance of the fit
improvement provided by the complexification of a tree. In addition, we derive from it adapted
forms of the Akaike (AIC) and Bayesian (BIC) information criteria that prove useful in selecting
the best compromise tree between fit and complexity.

MOTS-CLES arbre d'induction, qualité d’ajustement, tests du khi-2, comparaison de modeéles
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1. Introduction

Les arbres d’'induction [BRE 84][QUI 93][ZIG 00] sont I'un des outils les plus
populaires d’apprentissage supervisé. lls consistent a rechercher par éclatements suc-
cessifs de sommets, une partition de I'ensemble des combinaisons de valeurs des pré-
dicteurs optimale pour prédire la variable réponse. La prédiction se fait simplement en
choisissant, dans chaque classe de la partition obtenue, la modalité la plus fréquente de
la variable a prédire. Bien que leur utilisation premiére soit la classification, les arbres
d’induction fournissent une description de la fagon dont la distribution de la variable a
prédire est conditionnée par les valeurs des prédicteurs. lls nous indiquent par exemple
comment la répartition entre clients solvables et insolvables est influencée par les at-
tributs age, sexe, niveau d’éducation, profession, etc. En ce sens les arbres d’'induction
sont donc des outils de modélisation de I'influence des prédicteurs sur la variable a
prédire au méme titre que par exemple la régression linéaire, la régression logistique
ou la modélisation log-linéaire de tables de contingence multi-dimensionnelles. C’est
essentiellement a cet aspect de modélisation descriptive, et en particulier a I'évaluation
de la qualité de la description fournie par un arbre induit que nous nous intéressons
dans cet article.

En modélisation statistique, qu'il s’agisse de régression linéaire, d’analyse discri-
minante, de régression logistique ou plus généralement de modéle linéaire généralisé
(GLM), il est d’'usage d’évaluer la qualité d’ajustement du modéle, c’est-a-dire la qua-
lité de la description fournie par le modele, avec des mesures descriptives telles que le
coefficient de déterminatioR? ou des pseud&?, et avec des statistiques de test telles
que les khi-2 du score test, de Wald ou du rapport de vraisemblance. Parmi ces der-
niéres, la statistique du rapport de vraisemblance jouit d’'une propriété d’additivité qui
permet d'évaluer également la pertinence statistique de la simplification d'un modéle
de référence par renforcement de contraintes sur ses parametres, ou, sil'on regarde les
choses dans l'autre sens, la significativité statistique de la complexification résultant
de 'ajout de parametres a un modéle donné.

Le cas particulier des tests “omnibus”, ou I'on teste globalement I'apport des fac-
teurs explicatifs par rapport a un modele de référence simple — le modéle avec la
constante comme seule variable explicative dans le cas de la régression, le modéle
d’'indépendance dans le cas des modéeles log-linéaires — retiendra notre attention.
Dans le cas des arbres d’induction, le modele de référence est naturellement I'arbre de
niveau 0 constitué par le seul nceud initial.

Une des difficultés principales a laquelle on se heurte dans la pratique des arbres ou
graphes d'induction est le fort degré de complexité des arbres mis en évidence. Il nous
parait alors souhaitable de pouvoir disposer aussi de critéres tels que le critere d'in-
formation d'Akaike (AIC) [AKA 73] ou le critére d'information bayésien (BIC) de
Schwarz [SCH 78] [KAS 95]. Ces critéres sont une combinaison de la qualité d’'ajus-
tement (statistique du rapport de vraisemblance) et d’'une mesure de la complexité. lls
s’averent ainsi une aide précieuse pour arbitrer entre complexité et qualité d’ajuste-
ment dans la sélection de modeles.
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L'article est organisé comme suit. La section 2 situe la place des mesures de qua-
lité d’ajustement parmi les mesures classiques de qualité d’'un arbre d’induction. La
section 3 précise le concept d’'ajustement considéré. La section 4 est consacrée aux
criteres de qualité d’ajustement. On montre comment les statistiques du khi-2 de
Pearson et du rapport de vraisemblance utilisées dans le cadre de la modélisation de
tables de contingence peuvent s’adapter aux arbres d’induction. Nous discutons en-
suite 'amélioration qu’apporte un modele par rapport & un modéle de référence. On
montre comment exploiter la différence des statistiqiésdu rapport de vraisem-
blance pour tester la significativité statistique du gain d'information et proposons des
pseudoR?. Nous montrons également comment appliquer les critéres d’'information
d’Akaike (AIC) et bayésien (BIC) aux arbres d’induction et discutons leur intérét pour
guider le choix entre modéles de complexité variable. La section 5 illustre I'utilisation
des criteres proposés dans un cas concret. Finalement, la conclusion fait I'objet de la
section 6 ou nous mentionnons des pistes de développements futurs de la démarche
initiée dans cet article.

2. Arbre d’'induction et mesures classiques de qualité

Avant de se concentrer sur la qualité d’ajustement, nous rappelons briévement le
principe des arbres d’induction et leurs criteres usuels de qualité. Ceci dans le but de
pouvoir mieux situer le role des mesures de qualité d’ajustement. Pour une discussion
plus détaillée le lecteur peut par exemple se référer a [ZIG 00].

2.1. Rappel du principe des arbres d’inductions

L'objectif est de construire une régle qui permette, a partir de la connaissance d'un
vecteur d'attributx = (z1,...,z,), de prédire une variable répongeou si I'on
préfere de classer les cas selon les états de la vagjahke construction de la regle
se fait en deux temps. Dans un premier temps, on détermine une partition des valeurs
possibles de telle que la distribution de la répongesoit la plus pure possible dans

Figure 1. Arbre induit
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chaque classe de la partition, ou de fagon plus ou moins équivalente la plus différente
possible d’'une classe a l'autre. La regle consiste ensuite a attribuer a chaque cas la
valeur dey la plus fréquente dans sa classe.

Les arbres d’induction déterminent la partition par éclatements successifs des som-
mets. En partant du sommet initial, ils recherchent l'attribut qui permet le meilleur
éclatement selon un critére qui peut étre par exemple le gain d’entropie (C4.5, Sipina)
ou la significativité d'uny? (CHAID). L'opération est répétée a chaque nouveau som-
met jusqu’a ce qu’un critére d’'arrét, une taille minimale du sommet par exemple, soit
atteint. Le résultat est un arbre tel que celui présenté a la figure 1.

2.2. Taux d’erreur

Le taux d’erreur de classification, c’'est-a-dire le pourcentage de cas mal classés
est peut-étre le critére de qualité le plus utilisé. S'agissant de classification, c’est évi-
demment la performance en généralisation qui importe, c'est-a-dire la performance
pour des cas n'ayant pas servi a I'apprentissage. C’est pourquoi il convient de calculer
le taux d’erreur sur un échantillon de validation différent de I'échantillon d’apprentis-
sage.

La décomposition biais/variance/erreur résiduelle du taux d’erreur [GEU 02] four-
nit des indications précieuses sur la part de I'erreur due a la variabilité de I'échantillon
d'apprentissage. Ces décompositions ne sont cependant quantifiables que numérique-
ment sur la base de simulations ou de méthodes de rééchantillonnages ce qui limite
leur utilisation systématique.

2.3. Qualité des partitions

La qualité d’'une partition est d’autant meilleure que les sommets terminaux sont
purs, c'est-a-dire qu'’ils ont des distributions le plus proche possible de la distribution
dégénérée qui donne un poids de un a I'une des modalités et zéro aux autres.

Les mesures de qualité des partitions obtenues sont notamment discutées dans
[ZIG 00], chap. 9. Parmi ces mesures on peut mentionner :

— Les mesures issues detl&orie de I'informationet qui consistent essentielle-
ment & mesurer I'entropie pour la partition considérée.

— Celles qui se fondent sur ddsstances entre distributions de probabilitdse
principe consiste ici a vérifier que les distributions different le plus possible d’'une
classe a l'autre. La démarche est simple dans le cas de deux classes. Pour le cas plus
général d’'un nombre quelconque de classes, les solutions proposées restent de portée
assez limitée.

— Enfin, des mesures qui s’appuient sur teices d'associationl’idée est ici
que la partition est d’autant meilleure que I'association entre la classe et la variable
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dépendante est forte. [RAK 98] proposent d'utiliser le degré de significatiandiu
Goodman-Kruskal pour prendre en compte également la taille des échantillons.

2.4. Complexité

Un des intéréts majeurs souvent avancé des arbres et graphes d’induction est la
facilité de leur interprétation. Ceci est vrai tant que la complexité de I'arbre reste li-
mitée, d’ou I'intérét de mesurer cette complexité. Les indicateurs couramment utilisés
sont :

— Le nombre de sommets termina@e critére correspond au nombre de régles de
prédiction ainsi qu'au hombre de classes de la patrtition finale.

—Le nombre de nceud€e critére est évidemment lié a la procédure de construc-
tion. Il sera en général plus élevé pour un arbre binaire qui tend & multiplier les som-
mets intermédiaires. Ce critere refléte bien la complexité visuelle de I'arbre induit.

— La profondeur de 'arbreElle dépend également de la procédure de construction
et refléte la complexité visuelle de I'arbre.

—La longueur des messagefFaduit la complexité des régles d'affectation aux
différentes classes.

A la section 4.3, nous verrons que le nombre de paramétres généralement utilisé
comme mesure de complexité en modélisation statistique est également un concept
pertinent pour les arbres d’induction.

2.5. Place des mesures de qualité d’ajustement

Les criteres d’évaluation de la qualité d’ajustement discutés dans les sections sui-
vantes concernent la capacité d’'un arbre a reproduire la distribution de la réponse
pour les individus ayant un profi donné. En d’autres termes, on s’intéresse a la
qualité de reproduction de la table de contingence qui croise la variable réponse
avec I'ensemble des prédicteurs. Il s’agit donc de la qualité descriptive de I'arbre par
opposition a sa performance en classification.

Par rapport a la typologie précédente, les mesures considérées ci-aprées s'inscrivent
essentiellement dans I'optique qualité des partitions. En tant qu’instruments d’arbi-
trage entre ajustement et complexité, les critéres d’information AIC et BIC concernent
cependant également la complexité .

La mesure de la qualité d'ajustement donne des indications complémentaires aux
criteres usuels mentionnés ci-dessus. Essentiellement, il s’agit de rendre compte de
deux aspects :

1) I'aptitude de I'arbre induit & décrire la distribution de la variable réponse condi-
tionnellement aux valeurs prises par les prédicteurs,
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2) le gain d’'information qu’apporte I'arbre induit par rapport au nceud initial ou
I'on ne tient pas compte des prédicteurs.

3. Concept de qualité d’ajustement d'un arbre
3.1. Table cible et table prédite

De facon générale, la qualité d’'ajustement d’'un modéle se référe a sa capacité a
reproduire les données. Dans le cas de la prédiction quantitative d’une vafigide
exemple dans le cas de la régression linéaire, I'objectif est clair. Il s’agit d’obtenir
des valeurs préditeg, qui s’ajustent le mieux possible aux valeurs observggs
poura = 1,...,n,n étant le nombre d'observations. De méme, dans I'optique de la
classification, les états prédifs doivent correspondre le plus souvent possible aux
vraies valeurgy,. Le taux d’erreur est dans ce cas un indicateur naturel de qualité
d’'ajustement.

Dans certaines situations, en particulier en sciences sociales, les arbres ou graphes
d’'induction sont utilisés plus dans une optique descriptive que prédictive comme outil
de mise en évidence des principaux déterminants de la variable a prédire. lls sont
utilisés comme outil d'aide a la compréhension de phénoménes et non pas comme
outil de classification.

Ce ne sont plus alors les états particuligtsque I'on cherche a reproduire. Pour
comprendre comment les prédicteurs interagissent sur la variable répghsenvient
en effet d’examiner comment la distribution Hechange avec le profit. Dans cette
optique, la qualité d’ajustement considérée ici, se référe a la qualité de la reproduction
de I'ensemble des distributions conditionnelles empiriques.

En admettant que les prédicteurs prennent un nombre fini de valeurs, I'ensemble
des distributions conditionnelles est représentable sous forme d'une table de contin-
genceT croisanty avec une variable composite définie par le croisement de tous les
prédicteurs. Le tableau 1 est un exemple d'une telle table dans le cas ou la variable
a prédire est le statut marital et les prédicteurs le genre et le secteur d’activité. Le
nombre de lignes d& est le nombre d’'états de la variabl&. De méme, si chaque
prédicteurz;, j = 1,...,p ac; valeurs différentes, le nombrede colonnes d&
est au plus le produit des, soit : ¢ < []. ¢;, certaines combinaisons de valeurs des
attributs pouvant étre structurellement impossibles. On s’intéresse donc a la capacité
de l'arbre a reproduire cette taliiz*

Un élément de la tabl@ est notén;; et représente le nombre de cas avec profil
x; qui dans les données prennent la valgude la variable réponse. On ndiela
table predite a partir d’'un arbre ét; désigne un élément generique de cette table.

1. Il n'est pas sans intérét de relever comme nous I'avons fait dans [RIT 03], que dans cette op-
tique de reconstitution d€, les arbres peuvent constituer un outil alternatif et complémentaire
a la modélisation log-linéaire des tables de contingence multidimensionnelle.
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Tableau 1. Exemple de table de contingerife

homme femme
marié| primaire secondaire tertiaifeprimaire secondaire tertiairetotal
non 11 14 15 0 5 5 50
oui 8 8 9 10 7 8 50
total 19 22 24 10 12 13 100

Formellement, la qualité d’ajustement se référe ainsi a la divergence entre les tables
TetT.

Il reste & préciser comment I'on déduit la table estiriéa partir d’'un arbre. On
utilise pour cela le modele de reconstruction suivant ou I'on figté j-€me colonne
deT:

T; = najp;, j=1,...,c (2)

Les paramétres sont le nombre totale cas, les proportiors de cas par colonng=
1,...,¢, etlescvecteurs de probabilitgs ; = p(Y'|j) correspondant a la distribution
deY dans chaque colonnede la table. Nous verrons que chaque arbre donne lieu a
des estimations différentes des vectepirset par suite a une estimatidndifférente.

3.2. Arbre saturé et arbre étendu

En modélisation statistique, on appelle modele saturé un modele avec le nombre
maximal de paramétres libres qui peuvent étre estimés a partir des données. En mo-
délisation log-linéaire de tables de contingence multi-dimensionnelles, le modéle sa-
turé permet de reproduire exactement la table modélisée. Par analogie, on introduit le
concept d’arbre saturé qui permet de reproduire exactement ldEable

Définition 1 (Arbre saturé) Pour des variables prédictives catégorielles, on appelle
arbre saturgun arbre qui résulte de tous les éclatements successifs possibles selon les
modalités des variables prédictives.

Les distributions conditionnelles aux feuilles de I'arbre saturé sont estimées par les
vecteurs de fréquences relatiygs, soit les vecteurs d'éléments; /n.;,i = 1,...,¢,
le n.; étant le total de lg-éme colonne de.

L'arbre saturé n’est pas unique, des variantes étant possibles selon I'ordre dans le-
guel les variables sont prises en compte. Tous les arbres saturés conduisent cependant
aux mémes feuilles (sommets terminaux). Ces feuilles correspondent aux colonnes de
la table de contingence.

Par exemple, la figure 2 donne I'arbre saturé correspondant au cas du tableau 1 ou
I'on cherche a prédire le statut marital connaissant le gdiire lomme F’ = femme)



8 1'¢ soumission ECA, Gafo qualité.

et le secteur d’'activitélf = primaire,S = secondaire] = tertiaire). Les distributions
conditionnelles sont :

— <181//1199) s — <184//2222) R <195//2244) 7

por= (o) = (Tha) - wer= ()

Notons qu’un algorithme de génération d’arbre ne peut en général générer un arbre
maximal théorique que si i) toutes les cellules de la table de contingence des variables
prédictives sont non vides et si ii) la distribution de la variable dépendante est diffé-
rente dans chacune des cellules.

Pour comparer les distributions des feuilles de I'arbre induit a celles de I'arbre
maximal, on doit étendre I'arbre induit pour obtenir des feuilles de méme définition et
en particulier en méme nombre que I'arbre saturé.

Définition 2 (Extension maximale d’'un arbre d’induction) Pour des variables pré-
dictives catégorielles, on appekxtension maximale de I'arbre indwitiarbre induit

étenduy l'arbre qui résulte de tous les éclatements successifs possibles de ses sommets
terminaux. On applique aux feuilles de I'extension la distribuﬁx?pdu nceud termi-

nal parent de I'arbre initial. On notg; les distributions conditionnelles des feuilles

de I'extension maximale de l'arbre.

Par exemple, si I'arbre d’induction obtenu est I'arbre avec les sommets blancs
de la figure 3, son extension maximale s’obtient en ajoutant les sommets gris et en
répartissant dans ceux-ci I'effectif selon la distribution du sommet dont ils sont issus.

Figure 2. Arbre saturé
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Les distributions des six sommets terminaux de I'extension se déduisent de celles des

trois sommets terminaux de I'arbre induit, soit pour notre exemple :

Les feuilles terminales de I'extension de I'arbre induit nous donnent la prédiction

. . a 40/65
Pjgp =P|HS = P|HT = P|H ™ 25/65
_ e _ (0/10
Pirp = Pirr =\ 10/10
. . a 10/25
P|Fs =Pl Frr = p|F]5: 15/25

T de la tableT, la table 2

Tableau 2.Exemple de table de contingence prédite

homme femme
mari€| primaire secondaire tertiaifeprimaire secondaire tertiairetotal
non 11.7 135 14.8 0 4.8 5.2 50
oui 7.3 8.5 9.2 10 7.2 7.8 50
total 19 22 24 10 12 13 100

4. Qualité d’ajustement d’un arbre induit

Nous montrons comment adapter aux arbres d’induction les mesures habituelle-
ment utilisées en modélisation statistique. Nous commencons avec les tests d’'ajuste-
ment du khi-2

Figure 3. Arbre induit (sommets blancs) et son extension maximale
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Comme dans la modélisation multinomiale log-linéaire [AGR 90], les statistiques
de test du khi-2 sur la divergence enffeet T permettent de juger de I'écart entre
I'arbre induit (modéle ajusté) et I'arbre saturé (modele saturé).

indépendance modele ajusté modele saturé

l |
[ \

noeud inital arbre induit arbre saturé

Plutdt que de chercher a savoir a quelle distance I'on se trouve du modéle saturé cor-
respondant a la partition la plus fine, il peut étre utile de savoir ce que I'on a gagné
par rapport a la situation d'indépendance ou I'on ne tient pas compte des prédicteurs.
Cet aspect correspond a I'écart entre I'arbre induit et le modéle d’'indépendance repré-
senté par I'arbre constitué du seul nceud initial. Dans cette optique, nous introduisons
les tests sur 'amélioration de I'ajustement et les pseBéoEnfin, nous établissons

des formes des critéres d’information AIC et BIC adaptées aux arbres d’'induction.

4.1, Statistiques du khi-2 pour arbres d’induction
L'objectif est de mesurer la divergence eriftet T avec une statistique permettant
d’évaluer la significativité de I'écart observé.

Lesp; étant estimés par le maximum de vraisemblance, on peut simplement ap-
pliquer les statistiqueX ? du khi-2 de Pearson €? du maximum de vraisemblance :

¢ C ~ 2
s _ (nij — Mij)
X=X ) @
i=1 j=1 v
Y4 c
62 = 2)° 3y (1) ®
i=1 j=1 v

Sous I'hypothése que le modéle est correct et sous certaines conditions de régularité,
voir par exemple [BIS 75] chap. 14, ces statistiques suivent une méme distribution du
x? avec pour degrés de liberté le nombre de cellules de la table de contingence moins
le nombre de paramétres linéairement indépendants du modéle (1) de prédicion de
Précisons alors le nombre de paramétres linéairement indépendants.

Un arbre induit non saturé définit une partition de I'ensembleles profilsx
possibles. Chacun de sesommets terminaux correspond donc a un sous-ensemble
X, C X, k=1,...,qde profilsz; pour lequel on impose la contrainte

P =p, pourtoutx; € X k=1,....q 4)

ou pjj, désigne la distribution dans le sommet termihale I'arbre induit.
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Chaque vecteup(, contient? — 1 termes indépendants et il yga— 1 distribu-
tions conditionnellespfk indépendantes. On en déduit le décompte ci-dessous des

parameétres indépendants pour un nompde fixé de sommets terminadx.

parametres nombre dont indépendants
pijp i =1,....6,j=1,...,c ct q(—1)
aj,j=1,...,¢c c c—1

n 1 1

Total Ad+l+c+1 gl —q+c

En retranchant au nombré de cellules deT le nombreg(¢ — 1) + ¢ de parameétres
indépendants, on obtient les degrés de libésiéde I'arbre induit, soit

degrés de liberté- dy; = (c—¢)(£ — 1) .

Notons que ce nombre correspond au nombre de contraintes (4). Pour le modéle d'in-
dépendance on@= 1 et I'on retrouve la valeur usuelle des degrés de liberté du test
d’indépendance, soit; = (¢ — 1)(¢ — 1). De méme, pour I'arbre saturé o a= c et
doncdg = 0.

Sous réserve des conditions de régularité, les statisti§jdext G* de tables asso-
ciées a des arbres suivent donc, lorsque le modéle est correct, une distributidon du
avec(c — ¢)(¢ — 1) degrés de liberté.

Pour 'arbre de la figure 1, on trouve par exempte, = 0.1823 et G2 = 0.1836.
Onac=06,qg=3etl =2, etdoncdy = (6 — 3)(2 — 1) = 3 degrés de liberté. Les
valeurs des statistiques sont tres petites et, avec un degré de signification de I'ordre de
98% dans les deux cas, indiquent clairementEuguste de facon satisfaisarie La
qualité de I'ajustement de I'arbre induit aux données est donc dans ce cas excellente.

Théoriquement, les statistiqués® de Pearson (2) &&? du rapport de vraisem-
blance (3) devraient permettre de tester si I'arbre induit s’ajuste de fagon satisfaisante
aux données. Il est bien connu cependant que la portée du test reste limitée lorsque
I'échantillon est grand, le moindre écart devenant alors statistiquement significatif.
Par ailleurs, les conditions de régularité requises pour que les statistiques soient dis-
tribuées selon une loi di?, et en particulier les conditions d'intériorité (pas d’effec-
tifs attendus nuls), sont difficilement tenables lorsque I'arbre saturé compte un grand
nombre de feuilles.

Plus intéressante nous semble étre I'utilisation de la statistifuygour comparer
des modéles imbriqués, un modélg (restreint) étant inclus darg; (non restreint)
si I'espace de ses paramétres est un sous-ensemblf deest-a-dire, en d’autres

2. Bien queg soit induit des données, on raisonne ici conditionnellemerd@mme cela se fait
en modélisation log-linéaire ou les interactions prises en compte sont également induites des
données par le biais du processus de sélection du modele.
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termes, si les paramétres dé, s'obtiennent en imposant des contraintes sur ceux
du modéleM;. En effet dans ce cas la déviance entre les deux modéles est (voir par
exemple[AGR 90], p.211 ou [POW 00], p. 105) :

G*(Ms|My) = G*(Ma) — G*(M,) (5)

qui, sous I'hypothese qu#/, est correct lorsqué/; I'est, est approximativement
distribuée selon une loi dy? avec pour degrés de liberté la différente— d; des
degrés de liberté des modéles et M.

Cette derniére propriété permet en particulier de tester la significativité d’'un écla-
tement. La déviance entre le modele apres I'éclatement et celui avant I'éclatement
nous renseigne en effet sur la pertinence statistique de cet éclatement. Par exemple,
si M, est I'arbre induit de la figure 1 e/, I'arbre avant I'éclatement du sommet
« femme ». On &?(M;) = 0.18 avec3 degrés de liberté &i?(M,) = 8.41 avec4
degrés de liberté. La déviance est alors

G?*(My|M;) =841 —-0.18=823 avec dy —d; =4—-3=1

Son degré de significatiop-valeur) est 0.4%, donc inférieur au seuil généralement
admis de 5%, ce qui indique que I'éclatement est statistiquement significatif.

4.2. Comparaison avec un modele de référence

Cette section est consacrée aux indicateurs deRfpgui mesurent le gain relatif
de qualité d’'un arbre induit/ par rapport a I'arbre trivial constitué par le seul nceud
initial. On discute successivement le pourcentage d’amélioration du taux d'erreur, le
pourcentage de réduction de I'entropie, 'amélioration de I'ajustement et les pseudo
RZ2. Les mesures considérées ici pour la comparaison entre le graphe induit et le noceud
initial se généralisent aisément, bien que nous ne le traitions pas explicitement, au cas
général de la comparaison de deux modeles dont I'un est inclus dans l'autre.

4.2.1. Remarque sur le pourcentage de réduction du taux d’erreur

Bien qu’on ne s’intéresse pas ici a la prédiction de valeurs individuelles, nous ai-
merions souligner que l'idée de comparer la performance du modéle avec le modéle
qui ne tient pas compte des prédicteurs est également pertinente en terme de taux
d’erreur. On peut noter que, sur I'échantillon d’apprentissage, le pourcentage de ré-
duction de I'erreur de classification correspond a la mesure d’assochgjhiion de
Goodman-Kruskal [GOO 54] entre la variable dépendagreela partition définie par
le graphe induit. Il existe une forme analytique de la variance asymptotique de cette
mesure qui permet d’en tester la significativité sous certaines conditions de régularité
[GOO 72] [OLS 95]. Nous n'approfondissons pas cet aspect ici, notre objectif étant
les qualités descriptives du graphe induit plutot que sur ses qualités prédictives.
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4.2.2. Gain d’information

Le gain d'information peut étre mesuré par la réduction de I'entropie de la distri-
bution de la variable dépendante que permet la connaissance des classes de la partition
définie par I'arbre induit. Précisons que nous nous intéressons a la réduction globale
qgue permet I'arbre par rapport a la distribution marginale, c’est-a-dire celle dans le
nceud initial. Le gain discuté ici se distingue donc du gain partiel et conditionnel a un
nceud que certains algorithmes cherchent a maximiser a chaque étape de construction
de l'arbre.

Le gain d’information relativement au nceud initial est mesuré par exemple par les
deux indicateurs suivants :

A2
A2

™| = RER S (6)
3 2

. > e logy B =30, S le log, %j

Umpmir = L. L. (7)
> T logy %

Le 7y est la deuxieme mesure d’association nominale proposée par Goodman et
Kruskal [GOO 54]. Il mesure la proportion de réduction de I'entropie quadratique
Hg(p) = >, pi(1 —p;), connue aussi comme l'indice de variation de Gini.ig,;

est connu en statistique sous le nom de coefficient d’incertitude de Theil [THE 67]
[THE 70]. Il mesure la proportion de réduction de I'entropie de Shandofp) =

- Zz pi logs p;.

Pour I'arbreM de la figure 1, on trouve par exemptg,; = 0.145 et iy =
0.132, valeurs qui indiguent une réduction d’entropie d’environ 14%. Si I'on compare
ces valeurs a celles du modéle saturé, soit respectivefggnt= 0.146 et ig; =
0.134, il apparait que I'arbre capte a peu pres toute I'information que I'on peut tirer
des attributs prédictifs retenus.

Pour tester la significativité statistique du gain d'information, soit les hypothéses
Hy : 71 = 0 €t Hy @ upgy; = 0, une possibilité est d'utiliser les variances asympto-
tiques que I'on trouve dans la littérature (voir par exemple [OLS 95]) et une approxi-
mation par la loi normale. Il est préférable cependant d'utiliser les transformations
suivantes des indicateurs :

CIIM) = (n—=1)(—1) 7 8

G2 = (2D nelog(ni/n)) dany ©)

La premiéreC est due a Light et Margolin [LIG 71] qui montrent que dans le cas
ou le tableau prédit est le modéle satuid (= S), C(I]S) est, sous I'hypothése
d'indépendanceri; = 0), asymptotiquement distribuée comme yha d; degrés

de liberté. Dans le cas d’'un modélé plus restrictif ques, il suffit d’adapter les
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degrés de liberté. Ainsi, de fagon génér@lg|M) suit uny? avecd; — dy; degrés
de liberté.

La transformation du coefficierit,;|; montre que tester la significativité de;
est équivalent a tester la significativité de la différence d’ajustement Eatrkl avec
G?*(I|M) = G?*(I) — G*(M). Les deux transformations (8) et (9) suivent donc, sous
Hy, asymptotiqguement la méme loi qd ad; — d,, degrés de liberté. Le test avec ces
statistiques est plus puissant qu’avec une approximation normaje,d@u | ;.

Pour notre exemple d’arbre induit, on troug&|M) = 14.32 et G*(I|M) =
18.36. Ces valeurs sont trés grandes compte tenu des degrés de dipertd,; =
5 —3 = 2. Elles confirment donc la significativité statistique du gain d’'information de
I'arbre par rapport au modéle d’'indépendance.

4.2.3. PseudoR?

Dans une optique purement descriptive, on peut envisager, comme on le fait par
exemple dans la modélisation log-linéaire, des pseRtiqui mesurent la proportion
de la déviance entre indépendarcet arbre saturé que I'arbre d’induction reproduit.
On peut par exemple utiliser le pseuld

G2(M)

2 o .
R =1 @)

ou sa version corrigée des degrés de liberté

G2(M)/dy

2 _ o
Ra]ust 1 G2 (I)/d[

Pour notre exemple, onG?(I) = 18.55,d; = 5, G*(M) = .18 etdy; = 3, d'ol
R? = .99 et Ry, = -984. Ces valeurs confirment que I'arbre capte presque le 100%
de I'écart entre I'indépendance et la table cible représentée par I'arbre saturé.

Dans une optique de réduction d'entropie, nous proposons comme alternative au
pseudaR? ci-dessus, de calculer la part de la proportion maximale de réduction d’en-
tropie possible que I'on atteint avec I'arbre induit. La proportion maximale de réduc-
tion d’entropie est obtenue avec la partition la plus fine, c’est-a-dire le modéle saturé.
Elle correspond &g ; pour I'entropie quadratique ét;|; pour I'entropie de Shannon.

Les parts de ces valeurs atteintes avec I'arbre induit sont donc :

TMI|T UnM|1

RZ = et R2=

TS|1 Ug|r

Pour notre exemple, on obtient respectivemght= .993 et R2 = .985.
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4.3. Ajustement et complexité

Dans le but de pouvoir arbitrer entre ajustement et complexité, on peut recourir
aux criteres d’information de Akaike (AIC) [AKA 73] ou au critere bayésien (BIC)
de Schwarz [SCH 78] [KAS 95].

Dans notre cas, ces critéres peuvent par exemple s’écrire :
AIC(M) = G*M)+2(¢f —q+c)
BIC(M) = G*(M)+(¢f—q+c)log(n)

Ici, la complexité est représentée par le nomjgre ¢+ ¢ de parametres indépendants.

Le critere BIC pénalise plus fortement la complexité que le critére AIC, la pénalisation
augmentant avec le nombre de donneelotons qu’il existe des formes alternatives

du coefficient BIC. Raftery [RAF 95], par exemple, propdskC' = G2 —dlog(n), ol

d estle nombre de degrés de liberté, soit dans notré eagc — ¢)(¢ — 1). Comme ce
nombred diminue d’une unité chaque fois que I'on ajoute un paramétre indépendant,
la pénalisation reste évidemment la méme. Les deux formulations sont équivalentes a
une translatior! pres.

Ces critéres d’'information offrent une alternative aux tests statistiques pour la sé-
lection de modéles. Parmi plusieurs modéles, celui qui minimise le critére réalise le
meilleur compromis entre ajustement et complexité. Le modéle qui minimise BIC en
particulier, est, dans une approche bayésienne, optimal compte tenu de l'incertitude
des modéles.

Pour illustrer 'utilisation de ces critéres, on se propose de comparer notre arbre in-
duit M avec la variantd/* ol I'on éclate le sommet « femme » selon les trois secteurs
P, S, I aulieu du partage binaire entre primalfet non primaireP. Dans les deux cas
onan = 100, c = 6 et = 2. PourM, on ag = 3 etdonc(¢f—q+c) = 9 et pourM*,

q = 4 etdonc(¢f — g + ¢) = 10. CommeG?(M) = 0.18 et G*(M*) = .16, on ob-

tient AIC(M) = 18.18 et AIC(M™*) = 20.16. De méme, on trouve BIQ/) = 41.63

et BIC(M*) = 46.21. Les deux critéres indiquent que I'arbig plus simple est
préférable a I'arbre\/*. Le gain en qualité d’'ajustement dé¢* n’est pas assez im-
portant pour justifier 'accroissement de la complexité. Remarquons que du point de
vue de ces criteres d'information, I'arbre induit est supérieur tant au modéle d'indé-
pendance (AICI) = 32.55, BIC(I) = 50.78) qu'au modéle saturé (AlS) = 24,
BIC(S) = 55.26).

5. lllustration

Nous illustrons ici les enseignements apportés par les critéres de qualité d'ajuste-
ment proposeés sur un exemple concret. On considére pour cela les données relatives
aux 762 étudiants qui ont commencé leur premiére année d’études a la Faculté des
sciences économiqgues et sociales de Genéve en 1998. Il s’agit de données adminis-
tratives réunies par [PET 01]. On rapporte quelques résultats d'une analyse visant a



16 1 soumission ECA, Gafo qualité.

évaluer les chances de respectivement réussir, redoubler ou étre éliminé a la fin de
la premiére année d'études selon les caractéristiques personnelles portant notamment

bilan oct. 99

-

dipl. second.regroup.
Adi. P-value=0.0000, Chi-square=50.7197, df=2

étranger.autre;dipl.ing.

classic latine;scientifique

nationalité regoup. AGEDIP
Adj. P-value=0.0011, Chi-square=16.2820, df=1 Adj. P-value=0.0067, Chi-square=14 6248, df=2

ch-al.+Tessin;Europe;Suisse Romande Genéveshors Europe (18,191 >19 >20,<missing>

- [ 1 s

date dimmaticulation rronc commun
Adi. P-value=0.0072, Chi-square=9. 2069, df=1 Adi. P-value=0.0188, Chi-square=5.5181, df=1

économique;moderne, <missing>

AGEDIP
Adj. P-value=0.0090, Chi-square=11.0157, df=1

scécon. + HEC scsociales

- L

étranger,autre;dipl.ing.

Node 1
Category % n
B echec 40.70 81
W redouble 2161 43
MW réussi 3769 75
Total (26.12) 199

nationalité regoup.
Adj. P-value=0.0011, Chi-square=16.2820, df=1

ch-al.+Tessin;Europe;Suisse Romande Geneve;hors Europe <=18
Node 4 Node 5 Node €
Category % n Category % n Category ¢
B echec 30.77 36 B echec 54.88 45 B echec !

m redouble 20.51 24 H redouble 23.17 19 m redouble
W réussi 48.72 57 B réussi 2195 18 W réussi 9
Total (15.35) 117 Total (10.76) 82 Total (-

tronc commun
Adj. P-value=0.0188, Chi-square=5.5181, df=1

date d'immatriculation
Adj. P-value=0.0072, Chi-square=9.2069, df=1

<=97

>97

‘ ‘ sc.e’ooT. +HEC sc.so‘ciales
Node 11 Node 12 Node 13 Node 14
Category % n Category % n Category % n Category % n
W echec 48.48 16 W echec 2381 20 W echec 40.91 18‘ M echec 71.05 27|
W redouble 2424 8 H redouble 19.05 16 H redouble 31.82 14 W redouble 13.16 5
M réussi 27271 9 M réussi 57.14 48‘ MW réussi 27.27 12 MW réussi 1579 6
Total (4.33) 33 Total (11.02) 84 Total (5.77) 44 Total (4.99) 38

Figure 4. Bilan aprés une année en SES : arbre CHAID et détail de la branche gauche
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Figure 5. Graphe induit avec Sipina

sur l'origine et le cursus scolaire. La figure 4 montre I'arbre obtenu avec la procédure
CHAID [KAS 80] implémentée dans Answer Tree [SPS 01]. Parmi une trentaine de
prédicteurs potentiels, CHAID en a sélectionné 5 dont deux quantitatifs, I'année d’'im-
matriculation a l'université et 'dge a I'obtention du dipldme de I'école secondaire.
Les cing variables avec les discrétisations et regroupements de modalités proposés par
CHAID sont le type de dipldme secondaire (3 modalités), I'age de son obtention (4),

la date d'immatriculation (2), le tronc commun choisi (2) et la nationalité (2). La table
cible T définie par ces variables contient 88 colonnes. Elle a 3 lignes correspondant
aux 3 situations possibles de I'étudiant aprés sa premiére année d’étude.

Le tableau 3 donne la taille de la partition, la déviaite avec ses degrés de
liberté et son degré de signification et les critéres AIC et BIC. Ces valeurs peuvent étre
comparées a celles de plusieurs variantes. CHAID2 est CHAID sans I'éclatement du
sommet 4 fationa¢ {GE, hors Europe}) et CHAID3 sans I'éclatement des sommets
4 et 5 pationae {GE, hors Europe}). Le modéle Sipina correspond au graphe de la
figure 5 obtenu avec la procédure Sipina [Sip 00][ZIG 00] qui, comme on peut le voir,
autorise également des fusions de sommets. On donne également les valeurs trouvées
pour les partitions qui donnent respectivement les plus petits AIC et BIC. Enfin, le

Tableau 3. SES 98 : qualités d'ajustement d'un choix de modeles

Modeéle q d G? sSig(G?) AIC BIC
Saturé 88 0 0 1 528 1751.9
Meilleur AIC 14 148 17.4 1 249.4 787.2
CHAID 9 158 177.9 0.133 390.0 8813
CHAID2 8 160 187.4 0.068 395.4 8775
CHAID3 7 162 195.2 0.038 399.2 8721
Sipina 7 162 185.8 0.097 389.8 862.6
Meilleur BIC 6 164 75.2 1 275.2
Indépendance 1 174 295.1 0.000 475.8 8923

CHAID2 : CHAID sans éclatememtatimmadu sommet 4r{ationa# GE, hors Europe)
CHAID3 : CHAID2 sans éclatememtoncomdu sommet 5rfationa= GE, hors Europe)
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Tableau 4.SES 98 : mesures de tyR8 pour un choix de modéles

proportion de réduction relativement
d’entropie au modéle saturé pseudd

Modeéle TM|I U1 Am|1 a1 Qs AM|1 joust
Saturé 0.193 0.197 0.183 1 1 1 1

Meilleur AIC 0.159 0.185 0.179 0.824 0.939 0.978 941
CHAID 0.094 0.078 0.109 0.487 0.396 0.596 .336
CHAID2 0.086 0.072 0.088 0.446 0.365 0.481  .309
CHAID3 0.08 0.067 0.088 0.415 0.340 0.481 .289
Sipina 0.087 0.073 0.103 0.451 0.371 0.563 .324
Meilleur BIC 0.149 0.147 0.142 0.772 0.746 0.776 745
Indépendance 0 0 0 0 0 0 0

modéle saturé correspond a la partition la plus fine et le modéle d'indépendance au
cas ou tous les profils sont regroupés en seul groupe.

On constate tout d’abord qu’'a I'exception du modéle d’'indépendance et de CHAID3
avec un degré de signification lIégérement inférieur a 5%, tous les modeles repro-
duisent de fagon satisfaisante la tale La simplification de I'arbre CHAID en
CHAID2 ou CHAIDS se traduit comme attendu par une détérioratiorGduLes
écarts sont?(CHAID2|CHAID) = 9.5 et G?(CHAID3|CHAID) = 17.3 qui pour un
gain de respectivement 2 et 4 degrés de liberté sont clairement significatifs, ce qui
valide statistiquement I'éclatement des nceuds 4 et 5. Les différenc&$ aleec les
autres modeles qui ne sont pas des sous graphes de I'arbre CHAID ne peuvent étre tes-
tés. On peut par contre comparer avec les AIC ou BIC de ces modéles. On remarque
tout d’abord que CHAID et ses deux variantes ont des AIC et BIC trés voisins, sen-
siblement meilleurs que ceux du modéle saturé et dans une moindre mesure gue ceux
du modéle d'indépendance. La partition générée par Sipina obtient un AIC équivalent
au modele CHAID, mais son BIC est inférieur a celui des 3 modéles CHAID. L'écart
supérieur a 10 traduit, selon I'échelle postulée par Raftery [RAF 95], une supériorité
trés forte de cette partition. On peut noter toutefois, que les valeurs des AIC et BIC ob-
tenues pour le graphe Sipina restent trés nettement supérieures aux valeurs optimales
possibles avec les attributs retenus.

Le tableau 4 récapitule les mesures de tiifeLe 5\M|1 qui donne le proportion de
réduction du taux d’erreur sur données d'apprentissage est donné pour comparaison
avec les proportions de réduction d’entropie. Les proportions maximales de réduction
d’entropie par rapport au modéle d’'indépendance sont évidemment obtenues avec la
partition la plus fine, c’est-a-dire le modele saturé. On note que ces maxima sont
inférieurs a 1. La part de cette réduction maximale réalisée par chaque modéle est
également donnée. On voit que ces derniéres valeurs sont trés similaires aufseudo
ajusté. Elles nous indiquent par exemple, que les modéles CHAID et Sipina, malgré un
ajustement satisfaisant, ne captent qu’environ 1/3 du potentiel de réduction d’entropie
possible avec les prédicteurs retenus. Les meilleures partitions du point de vue tant du
BIC que de I'AIC font nettement mieux de ce point de vue. On notera cependant que
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les régles (non données ici) qui caractérisent les classes des partitions optimales sont
trés complexes et donc difficiles a décrire.

6. Conclusion

Cet article aborde la question de la qualité de I'ajustement des arbres d’induction.
Il s’agit d’un aspect peu discuté dans la littérature sur I'extraction de connaissances
alors méme que la qualité d'ajustement fait partie des outils classiques d’évaluation
de modéles en statistique. La qualité d’ajustement fournit des indications complémen-
taires aux indicateurs de qualité traditionnellement utilisés pour les arbres d’induction
en permettant, en particulier, d’évaluer la pertinence statistique d'un arbre induit.

Concrétement, nous avons montré, en introduisant les notions d'arbre saturé et
d’'arbre étendu, comment adapter aux arbres d’'induction les statistiques du khi-2 de
Pearson et du rapport de vraisemblance utilisés dans le cadre de la modélisation de
tables de contingence. Nous avons également considéré la question de la comparaison
de modeles pour laguelle la différence des statistigifedu rapport de vraisemblance
permet de tester la significativité statistique du gain d’information d’'un modéle par
rapport & un modéle de référence. Enfin, nous avons vu que I'on pouvait exploiter
également les critéres d’information AIC et BIC pour guider le choix entre modéles
de complexité variable.

Ce travail avait pour objectif de montrer comment appliquer des critéres statis-
tiques bien établis aux arbres d’induction. Il reste évidemment encore beaucoup a
faire. D’'une part, il convient de mettre en ceuvre dans des cas concrets les statis-
tiques discutées et en particulier de les implémenter dans une procédure de construc-
tion d’arbres d’induction.

L'approche retenue dans cet article qui s’appuie notamment sur les concepts d’arbre
saturé et d’extension maximale de I'arbre, s’applique lorsque le croisement de toutes
les modalités des attributs donne lieu & un nombre raisonnable de catégories. Dans le
cas particulier de variables quantitatives continues, il y a lieu de discrétiser les valeurs.
La difficulté tient ici au fait que, dans les arbres d'induction, la discrétisation ne se fait
en reégle générale pas a priori mais est déterminée en cours de processus de fagon a
optimiser la discrimination entre classes.

Une approche possible est de retenir la discrétisation des variables continues dé-
finie par 'ensemble des seuils utilisés par le graphe induit. Les variables continues
étant ainsi rendues catégorielles, la construction de I'arbre saturé et de I'arbre étendu
devient possible et la démarche précédente s’applique. Les résultats sont alors condi-
tionnels a la discrétisation retenue, ce qui en limite évidemment la portée. On peut
songer a d’autres approches prenant en particulier en compte le fait que les seuils de
discrétisation sont également des parameétres du modele. Ceci mérite cependant une
réflexion approfondie qui dépasse le cadre de cet article
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Enfin, de facon plus générale, il reste encore beaucoup de questions ouvertes sur
la pertinence statistique des arbres d’induction. Par exemple, la mesure de la fiabilité
des estimations des paramétres du modeéle de reconstruction (1) issu de I'arbre et celle
de la stabilité de I'arbre induit sont & nos yeux essentielles pour apprécier la confiance
a accorder a un arbre.
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